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要　約
本稿の目的はマルチレベルモンテカルロ法の 1 つの修正手法としての修正マルチレベルモン
テカルロ法を紹介すること、ならびに、修正マルチレベルモンテカルロ法の計算コスト定理を
紹介することである。修正マルチレベルモンテカルロ法の計算コストについて、推定量の平均
二乗誤差と与えられた推定精度を達成するための計算コストの観点で分析する。
Abstract
In this paper, we introduce a modified multilevel Monte Carlo （MMLMC） method, which is 
based on the multilevel Monte Carlo method in Giles （2008）, and discuss a computational complexity 
theorem of the method. We analyze its computational complexity in terms of the mean-square-error 
in the MMLMC estimate and the computational cost achieving a required accuracy.
はじめに
今日、モンテカルロ法は多様な分野で利用可能な使い勝手のよいシミュレーション手法として知られ
ている。ファイナンスにも応用されて学術・実務を問わず幅広く利用されている。
Wagle（1968）によれば、モンテカルロ法をファイナンスに応用する研究は企業のリスク分析（Hess 
and Quigley（1963）、Hertz（1964））に始まった。Hertz（1964）は企業価値を最大にするための資本
予算の決定にモンテカルロ法を使用した。
オプションの価格付けの観点では、Boyle（1977）においてモンテカルロ法によるヨーロピアンオプ
ションの価格付けが発表された。また、1990年代に入り Tilley（1993）がバンドリングアルゴリズムを
考案し、モンテカルロ法で効率よくアメリカンオプションを価格付けできることを示した。Tilley（1993）
以降、アメリカンオプションを価格付けするための手法が複数提案され、それらをまとめてアメリカン
モンテカルロと呼ぶことがある。例えば、よく知られているアメリカンモンテカルロに Broadie and 
Glasserman（1997）の確率ツリー法、Longstaff and Schwartz（2001）の最小二乗モンテカルロ法、
早稲田大学ビジネス・ファイナンス研究センター
早稲田国際経営研究
No.49（2018）pp.89-98
†　早稲田大学 ビジネス・ファイナンス研究センター　助手
─ 90 ─
Broadie and Glasserman（2004）の確率メッシュ法、Haugh and Kogan（2004）のマルチンゲールアプ
ローチなどがある。また、モンテカルロ法の精度向上のための研究も進められ、複数の分散減少法（対
称変量法、制御変量法、、重点抽出法）が提案された。それらは Glasserman（2004）において、詳細に
まとめられている。
ところで、上記の全ての研究に共通するのは 1 種類の時間幅を使用してオプションの原資産（株価な
ど）のサンプルパスを生成することである。それに対して、Giles（2008）は 2 種類以上の時間幅を使
用してサンプルパスを生成し、オプションの価格付けに利用するマルチレベルモンテカルロ（multilevel 
Monte Carlo、MLMC）法を提案した。MLMC 法の目的は計算コストの削減であるが、その要因は
MLMC 法の優れた分散減少効果にある。ところで Giles（2008）以前に Kebaier（2005）は、 2 種類の
時間幅を個別に使用して生成したサンプルパスをオプションの価格付けに利用する 2 レベル法（the 
two-level method）を分散減少法の 1 つとして提案した。よって MLMC 法は 2 レベル法の一般化とみ
なすことができる。
Giles（2008）以降、MLMC 法に注目が集まっている。その一因は標準的なモンテカルロ法の枠組み
で研究された既存手法と MLMC 法を組み合わせて研究できることにあるだろう。例えば、上述の分散
減少法と MLMC 法を組み合わせた研究に Giles and Szpruch（2014）（対称変量法＆ MLMC 法）、
Nobile and Tesei（2015）（制御変量法＆ MLMC 法）、Kebaier and Lelong（2017）（重点抽出法＆
MLMC 法）がある。もちろん、上述のアメリカンモンテカルロを MLMC 法の枠組みの下で構築する
こともできる。よって、MLMC 法はモンテカルロ法の新しい枠組みとみなすことができるが、MLMC
法の枠組みそのものに注目する研究も興味深いと考えられる。
そこで、本稿では、MLMC 法の枠組みを修正した修正マルチレベルモンテカルロ（a modified 
multilevel Monte Carlo、MMLMC）法を紹介し、MMLMC 法の計算コスト定理を議論する。本稿の
MMLMC 法は、著者が2015年 7 月14日に27th European Conference on Operational Research（Glasgow, 
UK）において「New Monte Carlo simulation based on Multilevel Monte Carlo method for American 
style option」のタイトルで講演した際に、公開した手法である。
2.　マルチレベルモンテカルロ（MLMC）法
　 を次の確率微分方程式
に従う確率過程とする。ここで、 は標準ブラウン運動である。また、任意の に対して
、 である。 を Euler 法により時間幅 で離散化近似すると
を得る。オプションのペイオフ関数を とすると、 はオプションの満期時点におけるペイオ
フの現在価値を意味する。ここで は満期時点の価値を現在価値に割り引くためのディスカウント
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ファクターである。
　今、 と書き、さらに、 を時間幅 による離散化とする。 はレベルを意
味する。モンテカルロ法を用いる場合、オプション価格は を数値的に計算することによって求
められる。標準的なモンテカルロ法では を次の
として計算する。ここで はサンプルパスの本数（シミュレーション回数）である。
　ところで、期待値の線形性より
が成立する。MLMC 法を使用する場合、 の右辺を
として数値的に計算する。ここで
である。また最小レベルは 、最大レベルは であり、それぞれのレベルに対応する時間幅は 、
である。
3.　修正マルチレベルモンテカルロ（MMLMC）法
　MMLMC 法では を次のように分解する。
そして上式の右辺を
によって数値的に計算する。ここで、
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である。
　MLMC 法は最小レベルを に固定し、さらに に対して、 が成立するよう
に を分解する。そのため最大レベル を決めれば、MLMC 推定量（MLMC estimator）は 1 種
類だけ構成される。一方、MMLMC 法を使用する場合、最小レベル は でなくてもよいし、
に対して、 である必要はない。よって使用するレベルに応じて複数の
MMLMC 推定量（MMLMC estimators）を構成することができる。
3. 1　計算コスト定理
　MMLMC 法において、Giles（2008）における MLMC 法の計算コスト定理と同種の計算コスト定理
が成立することを確認できる。Giles（2008）における MLMC 法の計算コスト定理の表現を忠実に引用
すると、MMLMC 法の計算コスト定理（MMLMC Complexity Theorem）は次のように書ける。
定理（MMLMC Complexity Theorem）
Let  denote a function of the solution of  and let  denote the level  numerical 
approximation using a numerical discretization with time step . If there exist 
independent estimators  based on  sample paths and positive constants , , , , ,  
such that   and
（i）
（ii）
（iii） 
（iv）  where is the computational complexity of the ,
then there exists a positive constant  such that for  there are values  and 
 for which the MMLMC estimator
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has a mean square error （MSE） with bound
 
with a computational complexity   with bound
 
In a special case （  and for  ）, the MMLMC estimator is the original 
MLMC estimator in Giles（2008）. Note that MMLMC uses levels, , ,…, ,…, .
　本節では Giles（2008）の MLMC 法の計算コスト定理の証明の道筋に沿って MMLMC 法の計算コス
トを分析する。分析工程は大きく 2 つに分けられる。 1 つは3. 1. 1で議論する MMLMC 推定量の MSE
（平均二乗誤差）の分析であり、また 1 つは3. 1. 2で議論する MMLMC 法の計算コストの分析である。3. 
1. 1と3. 1. 2により、MMLMC 法の計算コスト定理が成立することがわかる。
3. 1. 1　MMLMC 法の計算コスト定理の証明 1 ：MSE（平均二乗誤差）の分析
　 とする。このとき
である。（i）（ii）より
が成立する。
さて、 を で場合分けして
であるようにとり、 の分散を 、 の分散 を と書けば
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であることを示せる。実際、 のとき（iii）より
 
である。また、 より
 
である。 に注意すると、 、 より
が成立する。同様にして、 のとき（iii）と より
である。さらに
であるから、 、 より
が成立する。同様にして のとき（iii）と より
である。さらに
であるから、 、 より
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が成立する。ここで
であることに注意すると、 、 、 、 、より
である。
　ところで、標準的なモンテカルロ法を使用するとき、 を達成するために必要な計算コスト
は であることが知られている。3. 1. 2では、 を達成するための MMLMC 法の計算コ
ストが標準的なモンテカルロ法の計算コストより小さくなることを分析する。
3. 1. 2 　MMLMC 法の計算コスト定理の証明 2 ：計算コストの分析
　 より
である。また、
である。また、 と に対して
である。 、 、 より
が成立する。
①　 のとき
を のように設定する。 より
である。また、 に対して
である。また、
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である。 、 より
が成立する。ここで
である。（iv）と より計算コストは
のように、不等式評価できる。さらに、 、 、 、 より
が成立する。ここで、
である。
②　 のとき
 を のように設定する。 より
である。（iv）、 より
である。さらに、 、 、 より
が成立する。ここで
である。
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③　 のとき
を のように設定する。 より
である。（iv）、 より
である。
　さて、 より
である。また、 より
である。また、 に対して
である。 、 、 、 、 より
が成立する。ここで
である。以上より、Giles（2008）における MLMC 法の計算コスト定理の証明の道筋に沿って、
MMLMC 法の計算コスト定理が成立することを確認できた。
4 ．まとめ
MMLMC 法は特別なケースの場合、すなわち全てのレベルの時間幅を使用する場合、MLMC 法と一
致する。MLMC 法では全ての時間幅を使用するため MLMC 推定量は 1 種類だけ構成される。一方、
MMLMC 法では最大レベル の時間幅は必ず使用する必要があるが、それ以外のレベルの時間幅は 1
つ以上使用すればよい。よって MMLMC 推定量は複数構成可能である。今後、オプションの価格付け
を対象として数値的な実験を実施し、MLMC 法や標準的なモンテカルロ法との比較結果を公開して行
く予定である。
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